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O primjeni diskontinuitetnih funkcija u statici konstrukcija 
U radu je pokazano da se primjenom diskontinuitetnih funkcija mogu znatno pojednostaviti formulacije 
opterećenja i odzivnih veličina te izvodi za složena opterećenja štapova u statici konstrukcija. Dane su 
definicije i pravila računanja s diskontinuitetnim funkcijama, a praktična primjena je pokazana na 
nekoliko jednostavnih zadataka statički određenih i neodređenih greda te na zidu s nizom otvora 
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The author shows that the use of discontinuous functions may significantly simplify formulation of load 
and response values, as well as derivations for complex loading of beams in the statics of structures.  
Definitions and calculation rules with discontinuous functions are given, and the practical application 
is presented on several simple assignments involving statically determinate and indeterminate beams, 
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barres dans la statique des constructions. On fournit les définitions et les règles de calcul avec les 
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1 Uvod 
Diskontinuitetne funkcije već se duže vremena primje-
njuju u rješavanju zadataka električnih mreža i vibracija 
mehaničkih sustava. Ovdje će se pokazati kako se one 
mogu uspješno primijeniti i pri rješavanju zadataka sta-
tike konstrukcija [1]. 
 
Slika 1. Prosta greda izložena složenom bočnom opterećenju 
Na slici 1. vidi se prosta greda izložena složenom boč-
nom opterećenju jednom koncentriranom silom, momen-
tom i podijeljenim opterećenjem. Uz oznake Z za apsci-
su i R0 za lijevu reakciju izrazi za moment savijanja u 4 
područja grede glase 
M0-A = R0Z, (0 ≤ Z ≤ A) 
MA-B = M0-A − Q (Z − A), (A ≤ Z < B) (1) 
MB-C = MA-B + M0, (B ≤ Z ≤ C) 
MC-H = MB-C − 2
w (Z − C)2. (C ≤ Z ≤ H) 
Za svako od 4 područja grede moment savijanja je dakle 
dat posebnim izrazom. Analogno su i ostale odzivne ve-
ličine formulirane s 4 posebna izraza. 
U nastavku će se pokazati kako se primjenom diskonti-
nuitetnih funkcija opterećenje i odzivne veličine formu-
liraju jedinstvenim izrazima za cijelu dužinu grede. Time 
se zapisi i izvodi značajno pojednostavnjuju. 
Diferencijalna jednadžba bočnog progiba f = f(Z) grede 
savojne krutosti K izložene bočnom opterećenju intenzi-
teta q = q(Z) glasi 
K
qf ='''' . (2) 
U svrhu rješenja te jednadžbe treba formulirati i 4 rubna 
uvjeta. Na primjer za ukliješteni kraj grede je f = f’ = 0, 
za zglobno oslonjen kraj f = f’’ = 0, a za slobodni kraj 
f’’ = f’’’ = 0. Apostrofi naznačuju deriviranje po Z. 
Pošto je rješenjem opisanog zadatka rubne vrijednosti 
utvrđena jednadžba progibne linije, postupnim derivira-
njem po Z dobiju se nagib, moment savijanja i poprečna 
sila, 
f’, M = −Kf’’, V = M’, (3) 
a još jednim deriviranjem funkcija 
q = −V’ (4) 
intenziteta opterećenja grede, dakle polazna točka anali-
ze, što u svakom konkretnom slučaju može poslužiti kao 
kontrola. 
Pozitivni predznaci opterećenja i odzivnih veličina vide 
se na slici 2. 
 
Slika 2. Opterećenje i odzivne veličine grede na mjestu Z 
Nakon opisa diskontinuitetnih funkcija njihova praktič-
na primjena pokazat će se najprije na dva elementarna 
zadatka greda, jednom statički određenom i jednom ne-
određenom, a onda na složenijem zadatku ukrutnog zida 
s regularnim vertikalnim nizom otvora. 
2 Diskontinuitetne funkcije 
Osnovne diskontinuitetne funkcije [2, 3] su funkcija je-
diničnog trenutnog impulsa ili Diracova delta funkcija 
(slika 3.a) 
 
Slika 3. Diskontinuitetne funkcije: a) Diracova delta funkcija, b) 
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Pri tome proizvoljna vrijednost A apscise Z može biti i 
nula. U daljnjem će se ishodište apscise odabirati tako 
da u račun budu involvirane samo nenegativne Z-vrijed-
nosti (Z ≥ 0). 
Kombiniranjem dviju funkcija jediničnog skoka dobije 
se funkcija jediničnog impulsa konačnog trajanja ili še-
širasta funkcija (slika 3.c) 
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Primjenom Heavisideove funkcije za moment savijanja 
grede na slici 1. može se za cijelu dužinu grede zapisati 
jedinstveni izraz 
M = R0Z − Q(Z − A)UZ-A + MOUZ-B − 2
w (Z − C)2UZ-C. 
(0 ≤  Z ≤ H) (8) 
Općenitije: ako je y0-A izraz neke funkcije y za područje 
0 ≤ Z < A, yB-A njezin izraz za područje A ≤ Z < B, yC-B 
njezin izraz za područje B ≤ Z < C, a yH-C njezin izraz za 
područje C ≤ Z ≤ H, jedinstveni je izraz funkcije y za 
cijelo područje (O,H) 
y = y0-A + (yB-A − y0-A) UZ-A + (yC-B − yB-A) UZ-B +  
(yH-C − yC-B) UZ-C. (9) 
Dakako da navedeno pravilo vrijedi za proizvoljan broj 
diskontinuiteta. 
 
Slika 4. Produktne funkcije a) y(Z)UZ-A, b) y(Z-A)UZ-A i  
c) y(Z)(UZ-A-UZ-B) 
Produkt neke proizvoljne funkcije y(Z) i funkcije UZ-A 
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 (10) 
efekt funkcije UZ-A je dakle da funkciju y(Z) “ukopča” 
pri Z = A.  
Produkt funkcije y(Z−A) i funkcije UZ-A prikazan je na 
slici 4.b. Efekt je funkcije UZ-A sada da funkciju y(Z) 
pomakne udesno za A. 
U produkta funkcije y(Z) i šeširaste funkcije UZ-A − UZ-B 
(slika 4.c) efekt je drugonavedene funkcije da poništi vri-
jednosti prvonavedene u području A > Z > B. 
Pri utvrđivanju jednadžbi odzivnih veličina f’, M i V po-
lazeći od jednadžbe progibne linije f treba derivirati, a 
pri utvrđivanju jednadžbi odzivnih veličina V, M, f’ i f 
polazeći od jednadžbe intenziteta q opterećenja integri-
rati izraze koji sadrže diskontinuitetne funkcije. U svrhu 
olakšanja rada daje se tablica derivacija 
AZUdZ
d
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i tablica integrala 
CUdZ AZAZ += −−∫δ   (16) 












2 , (19) 
gdje su C integracijske konstante koje treba odrediti iz 
rubnih uvjeta. 
3 Progibna linija konzole izložene bočnom 
opterećenju 
3.1 Utjecaj koncentrirane sile 
Konzola savojne krutosti K opterećena je koncentrira-
nom silom (slika 5.a). Zadaća utvrđivanja progibne lini-
je jednoznačno je opisana funkcijom intenziteta optere-
ćenja 
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Slika 5. Grede: a) konzola s koncentriranom silom, b) konzola s 
podijeljenim opterećenjem duž dijela svog raspona i c) 
obostrano upeta greda s koncentriranom silom 
q = Q δZ-C (20) 
te rubnim uvjetima 
f0’’ = 0, f0’’’ = 0, fH = 0, fH’ = 0. (21) 
Primijeni li se metoda Laplaceovih transformacija [2, 3], 
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Pri tome je L  Laplaceov operator,  L(q)  preslika funk-
cije  q u s-područje. L-1 inverzni Laplaceov operator a L-
1[L(q)/s4] povratna preslika kvocijenta L(q)/s4 u Z-pod-
ručje; s je pomoćna varijabla koja se pojavljuje pri trans-
formaciji i nestaje pri povratnoj transformaciji. 
Na osnovi pravila i tabele parova korespondentnih funk-
cija metode Laplaceovih transformacija jest, uz oznaku 
e za Eulerov broj, 
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Nepoznate vrijednosti progiba f0  i nagiba f0’ kraja kon-
zole (Z = 0)  u jednadžbi (24) odrede se na osnovi trećeg i 
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Time jednadžba progibne linije, ako se još uvedu bezdi-
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Za progib slobodnog kraja (z = 0)  konzole i progib ispod 
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Postupnim deriviranjem jednadžbe (26) po z sada se la-
ko mogu odrediti jednadžbe nagiba, momenta savijanja i 
poprečne sile grede. 
3.2 Utjecaj podijeljenog opterećenja na dijelu 
dužine konzole 
Za konzolu izloženu jednoliko podijeljenom opterećenju 
intenziteta w duž dijela njezina raspona (slika 5.b) je 
q = w(UZ-A − UZ-B), (28) 
pa se, analogno izvodima u 3.1, uz primjenu bezdimen-
zijskih apscisa a = A/H i b = B/H, dobije 
[ ]
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Za posebni slučaj opterećenja duž cijelog raspona (A = 0, 
B = H) opća jednadžba za slobodni kraj konzole daje 
poznati rezultat fH = wH4/(8K). 
4 Odzivne veličine obostrano upete grede izložene 
koncentriranoj bočnoj sili 
Statički neodređena zadaća obostrano upete grede savoj-
ne krutosti K izložene koncentriranoj sili Q na mjestu A 
(slika 5.c) jednoznačno je formulirana funkcijom intenzite-
ta opterećenja 
q = QδZ-A (30) 
te rubnim uvjetima 
f0 = 0, f0’ = 0, fH = 0, fH’ = 0.  (31) 
Primjenom metode Laplaceovih transformacija i uzevši 
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Nepoznate vrijednosti f0’’ i f0’’’ u jedn. (32) odrede se 
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−−++−−= . (34) 
Za moment savijanja i poprečnu silu grede dobije se 
primjenom jednadžbe (3), pravila deriviranja i relacije 
df/(dZ) = df/(dz)·1/H, 
[ ]QHUazaazaaM az−−−−−−+= )()1()1)(21( 22 ,(35) 
[ ]QUaaV az−−−+= 2)1)(21( . (36) 
Algoritam analize je dakle u statički neodređenog susta-
va isti kao u statički određenog sustava. 
Karakteristične su vrijednosti odzivnih veličina, dakle 
progib ispod sile, momenti uklještenja i moment savija-






3−= , (37) 
M0 = –a(1−a)2QH, MA = 2a2(1−a)2QH,  
MH =-a2(1−a)QH, (38) 
V0 = (1 + 2a) (1 −a)2 Q, 
VH = [(1 + 2a) (1 − a)2 − 1] Q. (39) 
Za poseban slučaj kada napadna sila djeluje u trećinki 
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5 Ukrutni zid oslabljen nizom otvora s dodatnim 
koncentriranim masama na proizvoljnoj koti 
5. 1 Parametri sustava, opterećenje i osnovni 
sustav 
Na slici 6. vidi se zid od dva stupca, 1 i 2, te spojnog 
posmičnog medija prikazanog lamelama u infinitezimal-
nom međusobnom razmaku. Medij simulira prečke u ko-
načnom međusobnom razmaku između otvora za vrata 
ili prozore. Ležajni uvjeti zida na njegovu gornjem i do-
njem kraju mogu biti proizvoljni. Na vrhu zid je često 
slobodan ili je ukrućen nekom vrstom završne konstruk-
cije, a na donjem je obično upet u kruti temelj ili pod-
rumsku konstrukciju ili je, npr. u slučaju raščlanjenog 
prizemlja, oslonjen na više-manje podatljivu ležajnu 
konstrukciju. 
 
Slika6. Zid s nizom otvora izložen gravitacijskim silama i bočnoj 
sili na koti C 
Kako je odziv na utjecaje standardnih gravitacijskih i 
bočnih opterećenja već utvrđen [4, 5, 6], ovdje će se is-
tražiti utjecaj koncentriranih masa na proizvoljnoj koti 
zida, pa će se izvesti obrasci za odziv na odnosne gravi-
tacijske sile te na bočnu silu, npr. seizmičku silu koja u 
slučaju pobuda tla odgovara navedenim masama. 
Oznake: 
H visina zida 
b širina medija, dakle svijetli raspon prečaka 
l osna udaljenost stupaca 
K1, K2 vlastite savojne krutosti stupaca 
K vlastita savojna krutost poprečnog presjeka 
zida 
D1, D2 osne krutosti stupaca, 
KD  osno-savojna krutost poprečnog presjeka zida 
d osna udaljenost prečaka, dakle visina kata 
K  savojna krutost poprečnog presjeka jedne 
prečke reducirana zbog utjecaja smicanja 
S posmična krutost medija po jedinici visine zida, 
Z kota usmjerena od vrha zida naniže 
oo GG 21 ,  vertikalne sile stupaca 1 odnosno 2 
e1, e2 ekscentriciteti sila oo GG 21 ,  s obzirom na os 
odnosnog stupca 
C  kota opterećenja. 
Na osnovi teorije zida s nizom otvora [5, 6] krutosti su 
poprečnih presjeka njegovih elemenata 
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KS = , (sila/dužina2) (45) 
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Parametar B uvodi u račun utjecaj izduženja stupaca. 
Ako zid nije vrlo vitak može se staviti B = 1. 
Sustav je statički neodređen. Osnovni sustav dobije se 
uvođenjem nul-polja poprečne sile u sve lamele u polo-
vištu njihova raspona. Vertikalna posmična sila koja duž 
tih nul-polja djeluje, na lijevi dio sustava naviše a na desni 
naniže, jest hiperstatička veličina T = T(Z). Njezina je 
derivacija po koti tijek smicanja T’ = T’(Z). 
U daljnjem se pretpostavlja da je zid na gornjem kraju 
slobodan, da dakle deformacija najviše lamele nije ome-
tena nekim konstruktivnim elementom iznad zida, a na 
donjem upet u krutu temeljnu ili podrumsku konstrukci-
ju tako da se najniža lamela ne može deformirati. Rubni 
su uvjeti funkcije T  time 
T0 = 0, TH’ = 0. (47) 
5. 2 Utjecaj gravitacijskog opterećenja 
U svrhu pojednostavnjenja analize gravitacijsko se opte-
rećenje zida na koti C (slika 7.a) rastavi u tri komponen-
te: 1) par osnih sila G1 i G2 (slika 7.b) koje uzrokuju sa-
mo vertikalno izduženje zida, skraćenje, dakle bezsavoj-
no naponsko stanje, 2) par G1oe1 i G2oe2 momenata savi-
janja stupaca 1 odnosno 2 (slika 7.c), dakle ukupno kon-
zolni moment savijanja Mo zida i 3) par osnih sila GD 
stupaca (slika 7.d) koji daje konzolni moment savijanja 
MoD zida. 
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Pod utjecajem opterećenja i hiperstatičke veličine T na 
poprečne presjeke stupaca na proizvoljnoj koti Z djeluju 
uzdužne sile N1 odnosno N2 te momenti savijanja M1 
odnosno M2 . Poprečne sile stupaca ovdje se ne 
izračunavaju jer uglavnom nisu značajne pri dizanju 
zida. Poprečna je sila lamele na promatranoj koti T’ dZ . 
Navedene rezne sile i njihova pozitivna orijentacija vide 
se na slici 7.e. 
 
Slika 7. a) Gravitacijsko opterećenje zida na koti C i b), c), d) 
njegove tri komponente 
Metodom sila ili principom o stacionarnoj vrijednosti 
komplementarne energije može se, slično kao u [5, 6] za 
standardna opterećenja i uz primjenu diskontinuitetne 
funkcije U (jedn. (6)), pokazati da je diferencijalna jed-

































Radi pojednostavnjenja i bolje preglednosti daljnje ana-
lize uvedu se bezdimenzijske kote z = Z/H i time c = C/H, 
a hiperstatička veličina izrazi se kao produkt njezina bez-
dimenzijskog koeficijenta t= t(z) i referentne vrijednosti To, 






















= . (52) 
Lako se može pokazati da je To vrijednost sile T u odgo-
varajućem graničnom sustavu s nedeformabilnim medi-




''= ,  (53) 
a t’ = t’ (z) = dt/(dz) bezdimenzijski koeficijent tijeka 
smicanja T’. 
Uz primjenu jedn. (50) – (52) analizirani zadatak rubne 
vrijednosti opisan je jednadžbama 
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t’’−A2t + A2Uz-c = 0 (54) 
t0 = 0, t’1 = 0 (55) 
Indeksi odzivnih veličina prikazuju odnosnu kotu, a in-
deksi njihovih bezdimenzijskih koeficijenata odnosnu 
bezdimenzijsku kotu. 
U svrhu rješenja zadatka ponovno se primijeni metoda 
Laplaceovih transformacija. 
Uzevši u obzir prvi rubni uvjet, Laplaceova transforma-






















0 . (57) 
Pri tome sh i ch označuju hiperbolne funkcije. Da bi se 
odredila još nepoznata vrijednost nagiba t-linije na vrhu 
zida primjenjuje se drugi rubni uvjet, dakle uvjet da je 
koeficijent tijeka smicanja na donjem kraju zida jednak 
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AcAshAt )()(' . (60) 
Ekstremne su i karakteristične vrijednosti sila T i T’ od-
ređene odgovarajućim vrijednostima njihovih koeficije-
nata, 
chA
chActt −== 1max 1 ,  shAcchA
AcAshtc
)( −
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Time je 
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Momenti su savijanja stupaca na proizvoljnoj koti 
M
K
KM 11 = , MK
KM 22 = , (65) 
gdje je 
M= mMo, m = Uz-c− o
o
M
lTt . (66) 
Sa M označen je sumarni moment savijanja obaju stupa-
ca, a m je njegov bezdimenzijski koeficijent. Uzdužne 
su sile stupaca 
N1 = G1UZ-C−tTo, N2 = G2UZ-C + tTo. (67) 
Ekstremne vrijednosti pojavljuju se, dakako, na donjem 
kraju zida. 
Deformacije zbog gravitacijskog opterećenja su uglav-
nom male pa se ne istražuju. 
5.3 Utjecaj bočnog opterećenja 
Analizira se utjecaj horizontalne sile W na koti C. Na 
slici 8.a prikazane su unutarnje sile na proizvoljnoj koti 
Z, a na slici 8.b linija bočnih pomaka zida. 
 
Slika 8. a) Rezne sile na koti Z, b) linija bočnih pomaka zida i c) 
deformacija poprečnog presjeka zida na koti Z zbog 
bočnog opterećenja na koti C 
U diferencijalnoj jednadžbi hiperstatičke veličine za ut-
jecaj gravitacijskog opterećenja (jedn. (50)) sada se mi-













Opet se uvedu bezdimenzijske kote z i c, a T se izrazi 
kao produkt bezdimenzijskog koeficijenta t = t(z) i re-
ferentne vrijednosti To sile T, 
T = tTo, (69) 
l
WHBT o = . (70). 
Lako se može pokazati da je To vrijednost sile T odgo-
varajućeg zida s nedeformabilnim medijem i optereće-




'' = , (71) 
a t’ = dt/(dz) odnosni bezdimenzijski koeficijent. 
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Uz primjenu jedn. (69) − (71) formulacija postavljenog 
zadatka glasi 
t’’ −A2t + A2(z−c)Uz-c = 0,  (72) 
t0 = 0, t’1= 0. (73) 
Uzevši u obzir prvi rubni uvjet Laplaceova je transfor-


























0 . (75) 
Još nepoznata vrijednost t’-linije na vrhu zida odredi se 




= , (76) 
pa konačni izrazi za bezdimenzijske koeficijente t hiper-














= )(11)(' . (78) 
Ekstremne su i karakteristične vrijednosti sila T i T’ od-

















1)(' −−=  (81) 
Time je 











'''max == , (83) 
[ ]WHBtUczM cz −−= −)( , (84) 
WHBtc
K
KMM H )1(max 1111 −−== , 
WHBtc
K
KMM H )1(max 1222 −−== . (85) 
Bočni pomaci f zida suma su doprinosa f o odgovaraju-
ćeg zida s nedeformabilnim medijem i doprinosa defor-























−+−−+= − . (87) 






















+−= . (89) 
Deformacija lamela (slika 8.c), i time prečaka jest na 




= , (90) 
a maksimalna je na koti hvatišta sile (Z = C). 
6 Zaključak 
U radu je pokazano da se primjenom diskontinuitetnih 
funkcija mogu znatno pojednostavniti formulacije opte-
rećenja i odzivnih veličina te izvodi u statici konstrukci-
ja. Nakon definicija i opisa osnovnih diskontinuitetnih 
funkcija dani su obrasci za derivacije i integrale izraza 
koji sadrže diskontinuitetne funkcije. Praktična primjena 
pokazana je najprije na elementarnim zadacima greda, 
jednoj statički određenoj i jednoj neodređenoj, pa se po-
kazalo da je algoritam analize u oba slučaja isti. Onda je 
analiziran složeniji zadatak ukrutnog zida s nizom otvo-
ra na osnovi zamjenjujućega kontinuiranog medija izlo-
ženoga gravitacijskom i bočnom opterećenju na proiz-
voljnom mjestu svoje visine. Pri tome se je zbog velikog 
broja parametara zida i opterećenja odustalo od izrade 
parametarskih studija, to više što relativno jednostavni 
obrasci omogućuju lako utvrđivanje svih mjerodavnih 
odzivnih veličina u svakom konkretnom zadatku. 
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